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Macierz pseudoinercji

J,’j — macierz psudoinercji przegubu k wyrazona w ukfadzie k

x> xy xz x

J:Jk:/ v oyt oyzoy|
k me | X2 yz 7?2 z

x y z 1
Uwagi:
» J jest symetryczna

» element Jyq jest rébwny masie ogniwa k
» 3 pierwsze elementy 4 kolumny (i wiersza) opisuja potozenie
$rodka masy ogniwa k (przemnozone przez mase ogniwa)

» elementy w lewej gérnej macierzy 3 x 3 stanowig tensor
momentu bezwtadnosci /
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Macierz pseudoinercji — tensor momentu bezwtadnosci

» Elementy Ji1, J22, J33 s3 momentami bezwtadnosci ogniw
wzgledem ptaszczyzn, odpowiednio — YZ, XZ, XY.
M.b. wzgledem pfaszczyzn s3 zwigzane z m.b. wzgledem osi
zaleznosciami

1

Ju = E(IY‘F/Z_IX) Ix = Joo + J33
1

Joo = 5(/x+lz—/y) Iy = Jh1+ J33
1

J33 = 5(/x+/y—/z) Iz =11+ J

» Elementy Ji2 = Dxy, Ji3 = Dxz, J»3 = Dyz sa nazywane
momentami dewiacyjnymi (inaczej: mieszanymi,
odérodkowymi)!

ljedli ptaszczyzna XY jest ptaszczyzna symetrii ogniwa, to momenty
Dxz = Dyz =0
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Obliczanie réwnania dynamiki
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afg= [ k], ry — potfozenie Srodka masy ogniwa k
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Przyktad

Wyznaczanie dynamiki dla pojedynczego wahadta przy zatozeniu,
ze ogniwo jest jednorodnym walcem o masie M, dtugosci / i
promieniu r.

Srodek masy w uktadzie XYZ: r=[—100]".
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Przyktad — c.d.

Kinematyka manipulatora K(q) = Rot(Z, q) Trans(X, /)

cq —Sqg 0 Icq
Sq ¢q 0 Is
K@=A@=7 ¢ 1 &
0 0 0 1
Pochodna po g1 = ¢q
—Sq —C¢q 0 —Isq
OANq) | g —s4 O Igq
dg | 0 0 0 O
0 0 0 O
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Przyktad — c.d. 2

Momenty bezwtadnosci walca wzgledem osi przechodzacych przez
$rodek masy

1 1
ho = 5 Mr? @F:m:EM@R+@.
Nastepnie nalezy wyznaczy¢ momenty bezwtadnosci w poczatku

uktadu XYZ, przesunietego wzgledem srodka masy o é

Tw. Steinera
| = Iy + Md?

gdzie ly jest momentem bezwtadnosci osi réwnolegte;
przechodzacej przez $rodek masy, a d — odlegtosciag miedzy osiami
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Przyktad — c.d. 3

Otrzymujemy

1 2 1 2 2
ho = 5 Mr IyO:IzozﬁM(?)r 4/ )

stad
Iz iMP Uy = = MP
11—3 22 — 33—4 .

Poniewaz walec jest symetryczny zaréwno wzgledem pfaszczyzny
XY, jak i XZ, momenty dewiacyjne Ji2 = J13 = Jo3 = 0.

1 2
M0

0 2
0 M2 0 0
J = N 1pg,2
-ML5 0 0 M
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Przyktad — Tensor bezwtadnosci z def.

Przy zatozeniu, ze walec jest jednorodny, gesto$¢ masy wynosi

_M_ M
P=V "

Elementy macierzy pseudoinercji mozna obliczy¢ ze wzoru

0 pr m
/ f(m)dm = p/ / / f(x,y,z)dz dy dx.
M —1—rJ—\/rr=y?
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o Jjgkubiagielancha: fhome/users jjakubia X
Mathematica 6.0 for Linux x86 (32-bit)
Copyright 1988-2007 Wolfram Research, Inc.

In[1l] := rho=M/ (Pi*l*r~2)

In[2]:= Simplify[rho*Integrate[z~2, {z,-1,0}, {y, -, x}, (x, -Sqgqrt[e~2-y~2], Sgrt[x”
2-y~2]}11

2 -2 2

1 M Sqrtlr 1 Sqrtlr ]

Out[2]=
3

In[3] := Simplify[rho*Integrate[x*z, {z,-1,0}, {y,-r,x}, (%, -Sgqrt[r"2-y~2], Sqrt[r"
2-y~2]}11
out[3]= 0
In[4] := Simplify[rho*Integrate[x*y, {z,-1,0},{y,—r,xr}, [x,-Sgrt[r*2—y~2], Sgqrt[x*
2-y*2]1}11]
Cut[4]= 0
In[5]:=
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Obliczanie macierzy inercji dynamiki

- —Sq —¢g 0 —Isq
. OAY [ OAG g —Sq 0 g
D(q) - Dll(q) - traqu <8q =tr 0 0 0 0
0 0 0 O
%/\/l/2 0 0 —M% -sq ¢ 00
0 im0 0 —cq —s4 0 0|
0 0 imr 0 0 0 0 0f
-M5 0 0 M —Isy leg 0 0
(11 + 2lj1a + MP?) 2 + jooc? *
. * (11 + 2lj1a + M) G2 + joo5?
0 0
0 0
1 1
=-MP + >Mr?
3 + 2 r

L — elementy nieistotne dls dalszych obliczen

Podstawy robotyki — wyktad VIb Dynamika manipulatora

o O o o

o O o o



Obliczanie G(q) i C(q, §)

Poniewaz D nie zalezy od q,

C(g.9)=0
Czton grawitacyjny
DAL
G(q) = Mg’ fk =

(9) 94
—sq —¢cg 0 —Is,
- _ g —Sqg 0 g
——M[0 —g 0 0] oo o
0 0 O

0
0
:—M[ —-g 0 0]([ Isq —%/cq 0

1
=3 Migcq
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