Podstawy robotyki
Wyktad V

Jakobian manipulatora i osobliwosci

Robert Muszynski  Janusz Jakubiak
Instytut Informatyki, Automatyki i Robotyki
Politechnika Wroctawska

Podstawy robotyki — wyktad V Jakobian manipulatora. Osobliwosci



Metoda bezposrednia uzyskania macierzy Jacobiego

Jesli kinematyka manipulatora dana jest réwnaniem:

y = k(a), yeY, geQ,
wtedy po zrézniczkowaniu wzgledem czasu otrzymujemy

. Ok, ..
y—afq(q)q

» wyznaczy¢ kinematyke manipulatora k(gq),
» wybraé wspdtrzedne,
» wyrazi¢ kinematyke w wybranych wspétrzednych,

» formalnie zrézniczkowaé kinematyke k — g—g.
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Metoda posrednia uzyskania macierzy Jacobiego

Dla kinematyki danej w postaci

. |[Re dp
TO:[OO 101

szukamy zaleznosci predkoséi liniowej i katowej efektora od
predkosci w poszczegblnych przegubach w postaci

y=Jq,

gdzie J — jakobian manipulatora.
Szukamy jakobianu
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Metoda posrednia uzyskania macierzy Jacobiego

» Predko$¢ liniowa
n__ gn
vo = do

» Predko$¢ katowa

RO(R)T =1

dR(’; mT nd(Rg)T _
—dq (RY)" + Ry 1 =0
Zdefiniujmy
dR}
Sé 0 Rn T.
1o (RS)
Wédwczas

dry .\ d(RNT
ST:<qu(RO)T) :RO ( 0)

dg
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Metoda posrednia. .. — predkos¢ katowa

dRg
dq
d(RS)"
dq

s&—2(R5)"

ST =Ry

Mamy wiec

0 —w3 w2 w1
n n
Swe)=|ws 0 —wi|, wj=|w2
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Metoda posrednia. .. — predkos¢ katowa

» przegub rotacyjny
wi | = gk, k =1[0,0,1]7

» przegub translacyjny
wji1 =0
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Metoda posrednia. .. — predkos¢ katowa

Mozna pokazaé, ze
wi=wh + Rywi+ ...+ Ry Wiy,
W naszym przypadku
n
wg = prak + paiaRok + ... + padnRE Tk = D pigizioa,
i=1
gdzie zi_; = Ré_lk — trzecia kolumna macierzy Ré_l,

~_J 0 - przegub translacyjny
Pi=Y 1- przegub rotacyjny
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Metoda posrednia. .. — predkos¢ liniowa

Wyliczajac rbézniczke zupetna d6' otrzymujemy

" 9dg .
) ~qi-
i=1 ql

n __
0 =

n

Zatem w j-tej kolumnie macierzy J, znajduje sie wektor g‘;? :

Przypomnijmy
Ri_, di

{ ’0*1 ’11} = Rot(z;_1,0;) Trans(z_1, d;)
Co; —S50;Cq; 50, Sa; a;Cy;
Sp. Co.Cq; —Cp;Sq; AiSo;
Trans(x;_1, aj)Rot(x;_1, o) = i e e d
(na)Rot(xig, o) = | Do TS 2
0 0 0 1
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Metoda posrednia. .. — predkos¢ liniowa

Stad . , ,
i1 =dik+aiR_;i = qik + a;R;_4i.

Przy poruszanym tylko i-tym przegubie
df = Ry ‘di_y = aiRy 'k = Gizi1.

A zatem

odg
dq;

=2Zj-1

Podstawy robotyki — wyktad V Jakobian manipulatora. Osobliwosci



Metoda posrednia. .. — predkos¢ liniowa

» przegub rotacyjny

df = dy™! + Ry df

Poniewaz d(’fl, R(’fl niezalezna
od g;

n _ pi—1.n

dy = Ry "di;.

1

Predkos¢ liniowa powodowana ru-
chem g;

d,'n_l = q,k X d,-n_l.
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Metoda posrednia. .. — predkos¢ liniowa

Stad

df = Ry M(aik x dy) =
giR Yk x RyTYdr, =
('],-z,-_l X (dé’ — dé'il).

Mamy zatem

adn n i—
8;; =ziiyx (df —di™h)
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Metoda posrednia. . .— podsumowanie

Podsumowujac jakobian dany jest w postaci
J=[h b . |

gdzie i-ta kolumna

Zj—1

Ji = lzil x (dg — dé_l)]

dla przegubu rotacyjnego lub

dla przegubu translacyjnego.
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/Zwiagzek pomiedzy jakobianem a macierzg Jacobiego

Po wybraniu wspé6trzednych w przestrzeni zewnetrznej jako
wspotrzedne kartezjanskie + katy orientacji dostajemy

J(a) = l(l) M(()y)] gg(q)

gdzie M(y) = [mi(y) ma(y) ms(y)],

m;(y) — wektory jednostkowe osi obrotu wokét ktérych mierzone sa
katy orientacji.

Np. dla katéw Eulera

—cos¢pctgfd —singctgh 1

M(y) = —sin¢ cos ¢ 0
cos$ sin¢ 0
sin O sin O
okredlone dla 0 < 0 < .
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Metoda jakobianowa rozwigzania OZK

Mamy dane

. Ok .
y= %q, y(t), t€[to, ty]. (1)

Szukamy q(t) dla t € [to, tx]. W tym celu wyliczamy y(to) i przy

uzyciu algorytmu Newtona znajdujemy q(tp). Nastepnie
rozwigzujemy réwnanie rézniczkowe

o= (2) "y )

z warunkiem poczatkowym q(tp).
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Metoda jakobianowa — Inwers uogdlniony

Réwnania (1) s3 postaci

Y(mx1) = A(mxn)d(nx1)-

Przy danym y szukamy q, gdy m < n, rankA = m.
Bedziemy szukali rozwigzania szczegdtowego minimalizujacego

energie
1

H(q) = 5{a.q)

przy ograniczeniach y = Aqg. Tworzymy funkcje Lagrange'a

L(a) = 2 (@@ +AT(y—Adq) = 3 (0, ) +(\ y—Ag).

Z warunkéw na minimum mamy
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Metoda jakobianowa — inwers uogdlniony

Stad
y=AAT)

co prowadzi do
-1
A= (AAT) Ty, (3)
Wstawiajac (3) do wyniku minimalizacji dostajemy
~1
g=AT (AAT) y=Aty.

Macierz .
AT = AT (AAT)*

nazywa sie pseudoinwersem Moore'a—Penrose’a.
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Metoda jakobianowa — inwers uogdlniony

Réwnania y = Aq beda spetnione, jezeli do rozwiazania
szczegbtowego g = ATy dodamy element z taki, ze Az =0, co
oznacza, ze

z € KerA.
Stad rozwigzanie ogdlne
g=A"y 4+ z, z € KerA,
lub przy
z=(-ATAw, weR"
ostatecznie
g=Aty+ (I — AT A, weR"
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Metoda jakobianowa — inwers uogdlniony

Sprawdzmy
y=Aq=AATy + (A-AATA\w = Iy +0=y.
A

Skoro w dowolne, dobierzmy je tak by optymalizowaé np.
manipulowalno$é¢

w = grad (— det(AAT)> .
q
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Metoda jakobianowa rozwigzania OZK. Podsumowanie.

Przy réwnaniu

y = k(q), yeY, geQ, (4)

dimY = m, dimQ = n, i danym y4(t) dla t € [to, tk] (lub y4)
znalez¢é q(t) (lub q) takie, ze (4) spetnione dla y4(t) (lub yq).
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Metoda jakobianowa rozwigzania OZK. Podsumowanie.

» gdy n = m i macierz Jacobiego nieosobliwa:

~1
a0 = (5e0@(®) 3O, k() = (o)
» gdy n>mi rankg—/;(q(t)) =m:

.
q<t)=(§§(q(t») (8, K(a(t) = y(to).

lub ogdlniej
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Metoda jakobianowa rozwigzania OZK. Podsumowanie.

Metoda Newtona

» gdy n = m i macierz Jacobiego nieosobliwa:

Grs = o + (gf,(qk))_ (va — k(qK)).

> gdyn>mi rankg—g(q(t)) = m:

Gk+1 = qk + (gg(qk)>+ (va — k(qx)),

(atw) = (50)" (55 (52)) 0
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Osobliwosci

Mac.ierz Jacobiego kinematyki manipulatora g—g(q) okresla
zaleznos¢

Ok

y_aiq(q)qv y€Y7q€@7dlezm7dlmQ:n7

co mozna zapisa¢ jako

gdzie rézniczki dy i dg okreslaja kierunki w Y i Q. Jesli wiec
k
rankgq(q) < min(n, m)

istnieja w Y kierunki, ktére nie moga zostaé wygenerowane przez

jakiekolwiek kierunki w Q.
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Osobliwosci

Definicje
Punktem regularnym kinematyki k nazywamy taka konfiguracje
qgeqQ, ze

ranka—q(q) = min(n, m).

Punktem osobliwym nazywamy takie g € Q, ze

rankgg(q) < min(n, m).

Niech g € Q bedzie konfiguracja osobliwg. Wéwczas

Ok
dy = —(q)d
y=3 q(q) q,
Ok : . -
oraz Keraq(q) # 0. Oznacza to, ze 3dg # 0 ktéra daje zerowa

zmiane dy.
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Osobliwosci

W otoczeniu osobliwosci:

v

ruch w pewnych kierunkach w Y jest nieosiagalny;

» pewne ruchy w Q nie powoduja ruchu w Y;

» ograniczone predkosci efektora moga wymagac
nieograniczonych predkosci w przegubach;

» moze nie istnie¢ jednoznaczne rozwigzanie OZK;

» duze sity na efektorze moga powodowaé niewielkie sity w
przegubach.
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Przy zaleznosci

wirtualna praca uktadu
dw = FTdy — 77dq,

gdzie F — wektor sit i momentéw na chwytaku, 7 — wektor
momentéw/sit w przegubach, wyraza sie jako

k
dw = <FTa(q) - TT> dq,

co réwne jest zeru jesli manipulator pozostaje w rébwnowadze. Stad

= (Ggla) *
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