Podstawy robotyki
Wyktad I

Ruch ciata sztywnego w przestrzeni euklidesowe]

Robert Muszynski  Janusz Jakubiak
Instytut Informatyki, Automatyki i Robotyki
Politechnika Wroctawska

Podstawy robotyki — wyktad Il Ruch ciata sztywnego w R3



Preliminaria matematyczne 1

> przestrzen euklidesowa (R3, (-,-))

3
X,y € R37 <X7 y> = inyi

i=1
x = [x1, %2, x3]" y = i, y2,ys8] "

» iloczyn skalarny ((-, "))

(ax1 + Bxa,y) = a(x1,y) + B(x2,y)
(x,y) = (y,x)
(x,x) >0
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Preliminaria matematyczne 2

» norma (dtugos¢ wektora) (|| -|)

1
[x[} = {x,x)>
%[} >0 x| =0 < x=0
lax |} = fe[[x]

[+ y | < %] + llyll
() = lIxlllyll cos <x(x, y)
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Preliminaria matematyczne 2

» norma (dtugos¢ wektora) (|| -|)

1
[x[} = {x,x)>
%[} >0 x| =0 < x=0
lax |} = fe[[x]

[+ y | < %] + llyll
() = lIxlllyll cos <x(x, y)

» metryka euklidesowa (odlegtos¢) (p(,-))

p(x,y) =[x -y

px,y) =0 & x=y
p(x,y) = p(y,x)

p(x,y) + p(y,2) > p(x,2)
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Preliminaria matematyczne 3

» iloczyn wektorowy (- x - )

x = [x1,%0,x3] " y=[y1.y2. 53] "
i ]k
x X y = det [xl X0 x3| =
yi y2 y3

= (xoy3 — x3y2)i + (x3y1 — x1y3)j+
(X1)/2 - X2)/1)k

[l > y[| = [Ix[l{ly[l sin <t(x, y)
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» translacja

> rotacja
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Elementarna translacja 1
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Elementarna translacja 1

Z
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Elementarna translacja 2

X

P1 = pixi1 + p1yj1 + pizki
Po = Poxio + Poyjo + Pozko

d(l) = d&xio + d(%yjo + d&zko

po = p1 + dg
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Elementarna rotacja 1

Zy

Xy
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Elementarna rotacja 1
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Elementarna rotacja 1
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Elementarna rotacja 2

Pox = Poio = P1io = Pixitio + p1yjiio + p1zkiig
Poy = Pojo = P1jo = P1xitjo + p1yitjo + p1zkijo
Poz = Poko = p1ko = pixitko + p1yjiko + p1zkiko
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Elementarna rotacja 3

Pox = Poio = P1io = pixitio + p1yjiio + p1zkiio
Poy = Pojo = P1jo = Pixitjo + p1yiijo + p1zkijo
poz = Poko = p1ko = pixitko + p1yjiko + p1zkiko

Podstawy robotyki — wyktad Il Ruch ciata sztywnego w R3



Elementarna rotacja 3

Pox = Poio = P1io = pixitio + p1yjiio + p1zkiio
Poy = Pojo = P1jo = Pixitjo + p1yiijo + p1zkijo
poz = Poko = p1ko = pixitko + p1yjiko + p1zkiko

po = Ryp1
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Elementarna rotacja 3

Pox = Poio = P1io = pixitio + p1yjiio + p1zkiio
Poy = Pojo = P1jo = Pixitjo + p1yiijo + p1zkijo
poz = Poko = p1ko = pixitko + p1yjiko + p1zkiko

po = Ryp1

gdzie
itip  jiio  kiio

RS = |ijo Judo  kijo
itko jiko kiko
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Elementarna rotacja 4

Analogicznie

P1x = P1i1 = Poi1 = Poxioi1 + Poyjoir + po-koi1
P1y = P11 = Poj1 = Poxioj1 + Poyjoj1 + pozkoji
p1z = p1ki = pok1 = poxiok: + poyjoki + po-kok:

p1 = R{po

gdzie

[ioir  joir  koi1
RY = |ioj1 Joj1 ko1
liok1  jok1 kok:
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Elementarna rotacja 5

Biorac pod uwage, ze

it jilo  kiio ioir  joir  koi1
RS = |io Juo ko RY = |ioj1 Joji koi1
itko jiko kiko ioki1 joki koki
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Elementarna rotacja 5

Biorac pod uwage, ze

it jilo  kiio ioir  joir  koi1
RS = |io Juo ko RY = |ioj1 Joji koi1
itko jiko kiko ioki1 joki koki

mamy

Rl =(Ro)™" = (Ry)"

det R} = +1, Ry € SO(3)
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Rotacje wokét osi uktadu wspdtrzednych

» wokot osi Z

i1i0 = cosf jliO = —sinf klio =0
i1j0 =sin6 j1j0 = cosf kle =0
itko=0  jiko=0 kiko = 1
cosf@ —sinf O
Rzg = |sin@ cosf O
0 0 1
Rzo = b, Rz 0, Rz 9, = Rz 0,10,

-1
Rzl = Res
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Rotacje wokét osi uktadu wspdtrzednych

» wokdt osi X

1 0 0
Rxg= |0 cosf) —sinf
0 sinf cosf
» wokot osi Y
cosf@ 0 siné
Ry.p = 0 1 0
—sinf 0 cosf
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» zfozenie translacji

d} d2
OXoy()Zo % Ox1y121 % 0X2y222

Po P1 P2

po = d§ + p1 po = dj + p2 p1 =di +p2

po =d} +d? +p

di = d} +d?
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» ztozenie rotacji

Rs R?
Oxoy0z0 = Oxiy1z1i = Oxoyz
Po P1 P2
po=Rip1 po=Rip2 p1=Rip

po = RyRip2

R2 = R}R?
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Reprezentacje macierzy rotacji 1

ni n2 ns
R=1|mn1 rn 3 Z[R1 R> R3}
r31 r32 33

Ograniczenia na kolumny macierzy R

IR = lIRell = [[Rs]| = 1
RiIRz=0 RR3=0 RiR3=0

’9 zmiennych — 6 réwnan = 3 zmienne niezaleine‘
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Reprezentacje macierzy rotacji 2

» katy Eulera ZYZ (¢, 0, )

Ry = RzgRy Rz =
CoCoCy — SpSy  —CpCeSy — SpCyy  CpSh
= |SpCoCy + CpSy  —SpCeSy + C4Cy  SpSh
—S9Cy 565y Co
0< <2 0<O<m 0<y <27

> katy Roll-Pitch-Yaw (¢, 6, v)

Ry = Rz 4Ry oRx.y

0<p<2r  — 0< ¢ <2
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Transformacje jednorodne

Definicja
Przeksztafcenie
po = Rop1+dg

nazywamy ruchem ciata sztywnego, gdy macierz R jest
ortogonalna.

Zatézmy, ze mamy dwa ruchy
po = Rip1 +d§
p1 = Ripy +d?
woéwczas ich ztozenie
po = RER?pa + Rid? + d§ = Rapa + d3
Poréwnujac otrzymujemy

R2 = RIR? d2 =d} + Rid?
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Transformacje jednorodne 2

Ry dy| |[R? d2| |RYR? Rid?+d}
0 1{|/0 1| | O 1

Ruch ciata sztywnego moze by¢ reprezentowany przez

transformacje
_|R d 1 _|RT —-R'd
e mesam e[y

zwang transformacja jednorodna. Po rozszerzeniu reprezentacji
punktéw p o dodatkowa sktadowa

-

_ 1 1
Po = T3P, T € SE(3)

mamy




Bazowe macierze jednorodne generujace SE(3) (translacja)

1 0 0 a
Trans(x, a) = 8 (]i (1) 8
0 0 0 1]
[1 0 0 O]
Trans(y, b) = 8 é (1) g
0 0 0 1
[1 0 0 O]
Trans(z,c) = 8 é (1) 2
0 0 0 1]
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Bazowe macierze jednorodne generujace SE(3) (rotacja)

10 0 0
0 cosa —sina O
Rot(x, o) = 0 sina cosa O
0 0 0 1
[cos3 0 sinfB 0]
0 1 0 o0
Rot(y,8) = | _ sin3 0 cosB 0
e 0 0 1]
[cosy —siny 0 0]
sin cos 00
Rot(z,~v) = OFy 0 ! 10
L 0 0 0 1]
ne ox ax d
T = ny oy ay dy

n, o, a, d.

0 0 0 1
Podstawy robotyki — wyktad Il Ruch ciata sztywnego w R3

N




